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1 Forord

Denne rapport er udarbejdet af Kim S. Pedersen i perioden 1. december 1996 til 5 marts
1998. Rapporten er et skriftlig 2. dels projekt pa Datalogisk institut ved Kgbenhavns
Universitet. Vejlederen pa projektet er Mads Nielsen. Projektets arbejdsbelastning er
8 punkter. Dette skriftlige projekt bestar af to komponenter: Denne rapport samt den
vedlagte artikel. Der er blevet ansggt om optagelse af artiklen til ICIP konferencen 1998 i
Chicago.

2 Indledning

I litteraturen findes en raekke undersggelser af den fraktale dimension af intensitetsfladerne
af billeder af naturlige scener, [Fie87, KFK90, RB94, Pen84, Vos85]. Det konkluderes af
blandt andre disse forfattere at billeder af naturlige scener har et Fourier spektrum som
aftager approksimativt med 1/f, hvor f er frekvensen. Denne egenskab kaldes 1/f stgj og
har indflydelse pa den fraktale dimension af billedet. Der er uenighed om, hvilken veerdi den
fraktale dimension af billeder af naturlige scener har. Vardien af den fraktale dimension
varierer omkring 2.5 alt athzengig af, hvilken type naturlige scener man har benyttet som
statistisk matriale ved udregning af dimensionen. Field har i [Fie87] benyttet seks forskellige
billeder. Billederne bestar af traeer, sten og havbglger. For denne type billeder finder han,
at den fraktale dimension er 2.5. I artiklen [KFK90] har Field et al. eksperimenteret med
billeder af naturlige scener, hvis fraktale dimension har veerdien 2.5. I denne artikel heevder
Field et al. endvidere, at Field i [Fie87] fandt, at den fraktale dimension af de benyttede
seks billeder var 3. Jeg har ved narmere gennemlaesning af [Fie87] fundet, at dette ikke er
korrekt. I [RB94] har Bialek og Ruderman undersggt de statistiske egenskaber af et stort
antal billeder taget i en skov. De finder her, at den fraktale dimension er 2.5 + 2, hvor
n = 0.19 £ 0.01. I [Pen84, Vos85] forspger Pentland og Voss at skabe billeder af kunstigt
skabte naturlige scener ud fra den idé, at billeder af naturlige scener er intensitetsflader med
en fraktal dimension. De eksperimenterer begge med at benytte de, af Mandelbrot og van
Ness [MvNG68| dgbte, fraktionelle Brownske bevaegelser, som er funktioner med en fraktal
dimension som model for billeder af naturlige scener. Et 2-dimensionelt billede skabt af en
fraktionel Brownsk bevaegelse har a priori en fraktal dimension mellem 2 og 3. Pentland
og Voss laver i deres artikler overbevisende kunstige bjerge, manelandskaber og skyer ved
hjzlp af fraktionelle Brownske bevagelser.



I digital billedbehandling er feature-detektion og segmentering to vigtige omrader, hvor
man forsgger at lokalisere objekter i billeder. Det har vist sig i visse tilfeelde at veere
nyttigt, at betragte et givet billede pa forskellige skalaer. Man kan ved hjzlp af denne
metode nedtone stg@j, uinteressante detaljer og diskretiseringseffekter i det betragtede billede.
Ofte udvalger man en bestemt skala og benytter derpa forskellige differentialudtryk, som
feature-detektorer. For at kunne udnytte denne sakaldte skala-selektionsmetode til feature-
detektion, er det ngdvendigt, at man kan genfinde objekter i det originale billede fundet
pa en hgjere skala. Det er derfor vigtigt, at kunne sammenligne billedafledte fra forskellige
skalaer. Dette kraever, at de billedafledte er blevet skala-normaliseret. Lindeberg har blandt
andet beskeaftiget sig med dette problem, [Lin94, Lin96a, Lin96b]. Han fremsaetter i disse
artikler et skala-normaliseringsprincip, som afhaenger af, hvilken type struktur man gnsker
at detektere. Han kalder dette princip for y-parametriserede normaliserede afledte, hvor =y
er en empirisk bestemt parameter. Denne parameter har Lindeberg bestemt for en raekke
features, sdsom kanter, hjgrner og det han kalder blobs, som kort fortalt er samlinger af
billedpunkter, hvis intensitetsveerdier er teet pa hinanden.

Jeg vil i denne rapport bygge videre pa Lindebergs skala-normaliseringsprincip ved at
opstille og afprgve en hypotese omhandlende normalisering af billedeafledte pa forskellig
skala ved hjezlp af kendskab til den fraktale dimension af billedet, under antagelse af at
billedets intensitetsflade er en fraktionel Brownsk bevaegelse. For at fremlaegge denne hy-
potese er det ngdvendigt at klarleegge en rackke teoretiske begreber om fraktionelle Brownske
bevaegelser og teorien for lineaere skalarum. Dette ggres i afsnit 3 og 4, og hypotesen frem-
legges i afsnit 5. Hypotesens gyldighed efterprgves i praksis i afsnit 6. I konklusionen
afsnit 7 diskuteres valget af fraktionelle Brownske bevaegelser som model for billeder af
naturlige scener. Alle de i rapporten benyttede programmer jeg selv har implementeret, er
skrevet til matematiksystemet Matlab, da jeg gnsker at fokusere pa teorien og ikke pa selve
implementeringen.

3 Fraktionelle Brownske bevagelser

I dette afsnit vil jeg forklare, hvad en fraktionel Brownsk bevagelse er intuitivt og mate-
matisk. Jeg vil ligeledes godtggre, at man kan betragte intensitetsfladen af et billede, som
en fraktionel Brownsk flade, fremkommet ved en fraktionel Brownsk bevaegelse. For at
hjlpe forstaelsen forklarer jeg kort, hvad en fraktal er, og ydermere hvad der menes ved
den fraktale dimension, og hvad sammenhaengen mellem denne og fraktionelle Brownske
bevaegelser er. Til slut vil jeg fremleegge Mandelbrot og van Ness’ [MvN68] resultat, der
omhandler en egenskab ved frekvensspektret af en fraktionel Brownsk bevagelse.

Den klassiske Brownske bevagelse blev opdaget af botanisten R. Brown i det 19. ar-
hundrede, da han undersggte pollenkorns bevaegelse i vaeske. Han fandt at disse korn
tilsyneladende bevaegede sig tilfzeldigt, hvilket skyldes at de enkelte korn stgder ind i veeskens
molekyler, [BM89]. Sandsynlighedsfordelingen for at et pollenkorn beveeger sig en vis af-
stand fra et udgangspunkt inden den stgder ind i et molekyle, er givet ved Gaussfordelingen.
Endvidere gelder der at alle retninger er ”lige gode”, dvs. der er lige stor sandsynlighed for
bevagelse i alle retninger. Det var Albert Finstein der i 1905 formaliserede denne forklaring.
Den matematiske definition af den Brownske bevagelse fplger her, [Hsu97].

Definition 1 (Brownske bevaegelser): En stokastisk proces {B(t),t > 0} kaldes en



Brownsk bevegelse, hvis den har folgende egenskaber:

1. Processen B(t) har et stationert uafhangigt inkrement B(t) — B(to).
2. Inkrementet B(t) — B(ty), t > to har en Gaussisk sandsynlighedsfordeling.
3. E[B(t)] =0.
4. B(0) =0.
Hvor E[B(t)] er middelverdien of B(t).

Den Brownske bevagelse kaldes ogsa en Wiener-proces. Det galder altsa generelt at inkre-
mentet af en Brownsk bevaegelse er Gaussfordelt, dvs. har en fordeling som er givet ved
Gauss-funktionen, og derfor kaldes denne proces ogsa en Gaussisk proces. Variansen Var af
en Brownsk bevaegelse B(t) er,

Var[B(t)] = o°t,

hvor o2 er en parameter for den Brownske bevaegelse. Hvis 0? = 1, si kaldes processen
B(t) en standard Brownsk bevagelse. Variansen af inkrementet af en Brownsk bevaegelse
er givet ved,

2

Var[B(tg) — B(tl)] = 0'2|t2 — t1|.

Det er, som navnt i indledningen til dette afsnit, givtigt at forklare, hvad det vil sige, at
en mangde er fraktal, fgr vi gar videre til at definere den fraktionelle Brownske bevaegelse.
For at ggre dette er det ngdvendigt at klarlzegge betydningen af dimensionen af en maengde.
Man kan for en vilkarlig maengde definere en dimension, som beskriver meengdens udbredelse
i dennes domane. Denne udbredelse kan beskrives intuitivt ved hjzlp af et maleinstrument
A, med hvilket man opmaéaler mangden og teeller hvor mange gange A kan veere pa maengden.
Den metriske egenskab M (leengde, areal, volumen ...) man gnsker opmalt er da givet ved

M =n\P,

hvor n er antallet af gange man bruger A pa den betragtede mangde og D er den topologiske
dimension af méleinstrumentet A. For at estimatet af M skal veere konsistent! over skala
(storrelse af A) er det ngdvendigt, at D ogsa er dimensionen af den betragtede meengde. De
enkleste eksempler pa dimensionen af en maengde er dimensionen af geometriske objekter.
Mangden der bestar af et enkelt punkt har som bekendt dimensionen nul, da et punkt ikke
har nogen udbredelse. Mangden bestdende af alle punkter pa en linje har dimensionen 1
osv.. P4 figur 1 ses eksempler pd maengder i et 2-dimensionelt domane.

Der findes en raekke matematiske definitioner af dimensionen af en maengde, [Ott93, side
69-103]. Den vigtigste af disse definitioner er for denne rapport Hausdorff-dimensionen. For
at kunne fremlaegge denne definition er det ngdvendigt at have defineret diameteren af en
mengde.

Definition 2 (Diameter af en meengde): Lad A vere en mengde af punkter i et N-
dimensionelt metrisk rum. Diameteren af A, defineres som den stgrste afstand mellem to
punkter z og y i lukningen af A, A= A|JOA (hvor OA er randen af A). Dvs. diameteren
af A, |A|, er givet ved,

4] = sup |z —y].
T,Yy€EA

'Dvs. ikke afvigende over skala, siledes at estimatet af M bliver bedre pa finere skalaer.
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Figur 1: P& figuren skitseres tre eksempler pd mangder i et 2-dimensionelt domzne. a.) skitserer en
mengde med dimension 0 bestdende af 4 punkter, b.) skitserer en 1-dimensionel meengde og c.) skitserer
en 2-dimensionel mangde.

I sin fremlaegning af Hausdorff-dimensionen indfgrer Ott begreberne Hausdorff-méilet og
kvaliteten af Hausdorff-malet. Disse to begreber er defineret nedenfor, men den intuitive
forstaelse er ikke klar udfra disse definitioner. Hausdorff-méalet er en generalisering af de
metriske egenskaber, sdsom den totale lzengde, areal og volumen af den betragtede maengde.
Kvaliteten af Hausdorff-méalet kan betragtes som en indikator for oplgsningen eller som
storrelsen af maleinstrumentet, hvormed man gnsker at finde Hausdorff-malet. Fglgende
definition er en omskrivning af Ott’s udlegning.

Definition 3 (Hausdorff-dimensionen): Betragt en mengde A af punkter i et N-dimen-
sionelt metrisk rum. Lad S vere en tellelig samling af delmaengder of A, saledes at diam-
eteren €; = |S;| af delmaengden S; € S, i =1,...m, opfylder,

0<e <

Lad der endvidere gelde at S dekker A, dvs. A C |J; Si. Den d-dimensionelle kvalitet T 4(0)
af Hausdorff-malet defineres til at vere,

- d
Pa(0) = jnf > €,
=1
hvor M er mengden af alle mulige samlinger S. Det d-dimensionelle Hausdorff-mal de-
fineres som

Det kan vises, at der generelt findes en kritisk verdi Dy for d, hvorom der gelder, at hvis
d < Dy sa bliver Hausdorff-malet 'y = 400, og hvis d > Dy sa bliver T'y = 0. For
d = Dy kan T'y vere nul, 400 eller et positivt endeligt tal. Den kritiske verdi Dy kaldes
for Hausdorff-dimensionen.

For heltallige Dy er Hausdorff-dimensionen skvivalent med det gaengse dimensionsbegreb,
dvs. at hvis man betragter en endelig flade i et 3-dimensionelt rum sa er Dy = 2 og
endvidere angiver Hausdorff-mélet I'p,, arealet af fladen. Ligeledes geelder der for linjer at
Dy = 1 og Hausdorff-malet I'p,, er leengden af linjen. I tilfselde af en punktmaengde er



Dy = 0. Hausdorff-dimensionen er altid lig med eller stgrre end den topologiske dimension
af objektet. Dette laegger op til at definere hvad en fraktal maengde er.

Definition 4 (Fraktale maengder): En mengde kaldes en fraktal, hvis den har en ikke-
heltallig Hausdorff-dimension.

Et par eksempler pa naturlig forekommende approksimative fraktaler er bjergkaeder, hav-
beglger og kystlinjer, [Fie87, KFK90, Man82, RB94].

Vi har nu faet fastlagt de to begreber Brownske bevaegelser og den fraktale dimension, vi
kan derfor ga videre til at definere den fraktionelle Brownske bevaegelse. I artiklen [MvN68],
definerer forfatterne den 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelse, udfra den ovenfor
beskrevne Brownske bevaegelse (Def. 1). Nedenfor ses de to forfatteres definition.

Definition 5 (Fraktionelle Brownske bevaegelser): Hvis B(t) betegner en Brownsk
beveegelse, lad da H vere i intervallet 0 < H < 1. Den stokastiske funktion By (t) kaldes en
reduceret fraktionel Brownsk bevaegelse med parameteren H. Denne funktion er defineret
fort >0, ved

B (t) = ﬁ [ =BG

og inkrementet er givet ved

Bult) = Ba(0) =t { [ (=92 = (=)™ 7) an(o

+/0t(t —s) 1 2aB(s)

hvor T'(-) er Gammafunktionen®. Integrationen over B(s) er en punktvis integration. Inte-
grationen skal forstas sdledes, at hvis B(s) havde veret differentiabel, sd kunne man sub-
stituere dB(s) med %—fds.

For H = 1/2 og By (0) = 0 reducerer den fraktionelle Brownske bevaegelse By (t) til den
Brownske bevagelse B(t). For alle andre veerdier af H, kaldes By (t) for den fraktionelle
afledte eller det fraktionelle integrale af B(t). Man kan altsa betragte By () som en n-ordens
differentiation eller integration af B(t) med hensyn til ¢, hvor n = H —1/2 er ikke-heltalligt.
Der gaelder generelt, at nar n = H — 1/2 er heltallig, sa bliver udtrykket for By (t) et
integrale af B(t) gentaget n gange. I Mandelbrot og van Ness’s artikel [MvN68] fremlaegges
en rekke argumenter?® for valget af begraensningen pa H, 0 < H < 1. Man kan dog slzekke
pa kravet til H, sdledes at H > 0. Dette krav er ngdvendigt for at undga singulariteter i
udtrykket for By (t). Mandelbrot og van Ness har ligeledes valgt at integrere over ¢ fra —oo
til ¢ for at fjerne veegten pa ¢t = 0.

I deres artikel fremhaever Mandelbrot og van Ness at den fraktionelle Brownske bevaeg-
else er selv-simileer. Dette betyder i ikke-matematiske termer at den fraktionelle Brownske
bevaegelse har samme sandsynlighedsfordeling pa alle skalaer. Fglgende definitioner og
teorem er fra [MvN68], som giver den matematiske fastlaeggelse af begrebet selv-similaritet.

2Se f.eks. [Spi92] for en definition af T funktionen.
3Se blandt andet artiklens proposition 3.7 og corollary 3.4.



Definition 6 (Sammenligning af to stokastiske funktioner): Notationen {X(t)} 2
{Y (t)} angiver at de to stokastiske funktioner X (t) og Y (t) har den samme sandsynligheds-
fordelingsfunktion.

Definition 7 (Selv-similaritet): Inkrementer af den stokastiske funktion {X(t); —oo <
t < oo} siges at veere selv-similere med parameteren H > 0, hvis der, for et vilkarligt h > 0
og et vilkarligt to, gelder

A _
{X (o +7) = X(t0)} = {n F[X(to + h7) — X (to)]}.
Tallet h er en skalerings parameter.

Teorem 1 (Selv-similaritet af den fraktionelle Brownske bevaegelse): Den frak-

tionelle Brownske bevaegelses inkrementer er stationere og selv-similere med parameteren
H.

Mandelbrot og van Ness fremsaetter et korollar i deres artikel, som jeg senere skal bruge
til at udlede et resultat, si jeg indfgrer derfor dette korollar om standard-afvigelsen o2 =
Var[Bpg(t)] af den fraktionelle Brownske beveegelse By (t), hvor Var|-| angiver variansen.

Korollar 1 (Potens-lov for inkrementet af By (t)): Man kan opskrive en potens-lov
for standard-afvigelsen o af inkrementet af den fraktionelle Brownske bevegelse By(t) pd
folgende made,

o*(Br(t+T) — Bu(t)) = E [(Bu(t+T) - Ba(t)*| = T*!vy

hvor
1, o 0 H-L H—1y2 1
Vie = [0 + )2 10— )73 = (=) 3Pds+ .
2 0 2H
Jeg gnsker at udvide definitionen af fraktionelle Brownske bevaegelser, saledes at disse
bliver funktioner af N-dimensionelle vektorer #. Hvis denne definition skal opskrives pa
integralform, som i Def. 5, er det ngdvendigt at konstruere et integrale, som integrerer over
alle mulige veje pa den Brownske bevaegelse, som findes op til det betragtede punkt Z pa
den fraktionelle Brownske bevagelse. Dette skyldes at den fraktionelle Brownske bevagelse,
ifglge Def. 5, er defineret, som integration af den Brownske bevaegelse. Dette er sa vidt
jeg ved ikke nogen let ngd at knakke. Jeg valger derfor at benytte en definition af den
N-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelse, som ikke er baseret pa en integralform,
men pa en sansynlighedsfordeling.
Pentland [Pen84] generaliserer i sin artikel fraktionelle Brownske bevagelser til ogsa at
omfatte 2D og 3D funktioner. Jeg udbygger hans definition til N-dimensionelle billeder.

Definition 8 (N-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelser): En funktion
fu(Z) of en N-dimensionel vektor I er en N-dimensionel fraktionel Brownsk bevagelse,
hvis der for alle T og A gelder

P (fH(x+§);fH(:c) < y)
[AIl
hvor F(y) er en kummulativ sandsynlighedsfordeling og P angiver sandsynligheden. Den

N-dimensionelle fraktionelle Brownske bevegelse kaldes ogsa for den N-dimensionelle frak-
tionelle Brownske flade.

= F(y),



I Mandelbrot og van Ness’s [MvN68] definition, Definition 5, er den fraktionelle Brownske
bevaegelse Gaussisk fordelt, da den er defineret som den fraktionelle integration af den
Brownske bevagelse, hvis inkrementer er Gaussisk fordelt, Definition 1. Definition 8 er
mere generel og giver mulighed for at den fraktionelle Brownske bevaegelse har en anden
sandsynlighedsfordeling F'(y). Der er i litteraturen belaeg for at billeder af naturlige scener
har en ikke-Gaussisk fordeling. Bialek og Ruderman [RB94] fremhaever i deres artikel at
deres skov-billeder har en ikke-Gaussisk fordeling.
Nedenstaende bemarkning gelder for den Gaussiske fraktionelle Brownske bevaegelse.

Bemazarkning 1 (N-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelser): En N-dim-
ensionel funktion fg(Z) er en N-dimensionel fraktionel Brownsk beveaegelse, hvis der for
fu (%) gelder, at hvis vi tager et skridt X udfra et vilkarligt punkt £y, sa er standard afvigelsen
o af inkrementet

olfu(@o+X) — fu(®)] = K - X7,

hvor K er en positiv konstant. Vi kan altsa snitte en linje ud i den N-dimensionelle funktion
i en vilkarlig retning og vil da fa en 1-dimensionel fraktionel Brownsk bevaegelse By (t).

I artiklerne [MvN68, Pen84, Gar87] omtales et for denne rapport meget centralt resultat,
omhandlende 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelsers spektraltaethed eller energi
om man vil. Dette resultat kan sammenfattes til et teorem.

Teorem 2 (Spektral-tzethedens proportionalitetsrelation): Der gelder folgende pro-
portionalitetsrelation for den 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelses spektraltaet-
hed,

|Br(w)]? o |w| 7%,

hvor By (w) er den Fouriertransformerede* af By (t) og o = 2H + 1.

Beviset for dette teorem findes iflg. Pentland i en artikel af Barrow og Tenenbaum, [BT78].

Den spektrale teetheds proportionalitetsrelation er i Teorem 2 kun defineret for den
1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelse, men jeg gnsker at definere denne propor-
tionalitets relation for den N-dimensionelle fraktionelle Brownske flade fx(Z). Dette er,
inspireret af [Vos85], sammenfattet i fplgende teorem.

Teorem 3 (Den N-dim. proportionalitetsrelation): Der gelder folgende proportion-
alitetsrelation for den N-dimensionelle fraktionelle Brownske flades spektraltethed,

|fr (@) o ||,
hvor fi (@) er den Fouriertransformerede aof fr (%) og o = 2H + 1.

Beviset for dette teorem bygger pa det faktum at den N-dimensionelle Fouriertransfor-
mation er separabel, dvs. at Fouriertransformationen forlgber ved forst at transformere i
den ene retning for derpd at transformere i en anden retning osv., og rakkefglgen af ret-
ningerne er ligegyldig. I beviset for ovenstaende teorem benytter man denne egenskab og at
et hvert snit i en N-dimensionel fraktionel Brownsk flade ogsa er en 1-dimensionel fraktionel
Brownsk flade. Jeg undlader dog at bevise dette teorem.

*Fouriertransformationen af f(Z) er givet ved f(&) = ffe]RN f(@)e ¥4z, hvor ,& € RV, se [Bri8s].



Lindeberg [Lin94] viser i denne artikel, at hvis man antager at spektralteetheden af N-
dimensionelle billeder L(Z) af naturlige scener indeholder den samme mangde energi for
alle frekvenser, sa vil spektralteetheden opfylde fglgende proportionalitetsrelation,

|L(@)[ oc ||~

Hvis man antager at billeder af naturlige scener kan modelleres ved hjzlp af fraktionelle
Brownske bevaegelser, sa holder denne energi-betragtning kun for 2-dimensionelle billeder
nar a = 2, dvs. nar H = 1/2 og billedet er en klassisk Brownsk bevagelse. Dette betyder,
at for andre veerdier af o geelder der altsd ikke, at spektraltaetheden indeholder den samme
maengde energi for alle frekvenser.

Teorem 2-3 har en central rolle i afsnit 5, hvor de bliver brugt i udledningen af denne
rapports hypotese.

I artiklerne [Pen84, Gar87, Vos85] fremheeves det at der er en relation mellem parame-
teren H i den fraktionelle Brownske beveegelse f () og Hausdorff dimensionen® Dy. Denne
relation er sammenfattet i fglgende teorem.

Teorem 4 (Hausdorff dimensionen af den fraktionelle Brownske bevaegelse): Haus-
dorff-dimensionen Dy af den fraktionelle Brownske beveegelse fr(Z) er givet ved,

Dy =N+ (1-H),
hvor N er den topologiske dimension af vektoren Z.

Bevis: Betragt den N-dimensionelle fraktionelle Brownske flade fg(#) som en mengde i
et (N + 1)-dimensionelt rum. Ifplge Definition 3 skal vi overdaekke denne mengde med
en rzekke delmzngder for at finde Hausdorff-dimensionen af fy(Z). Vi veelger derfor at
overdaekke denne maengde med (N + 1)-dimensionelle bokse. De N sider af disse bokse har

lengden € og den sidste side har ifglge Korollar 1 lzengden M = ef=1 hvor X er
en vektor med lzengden ||X|| = v/N e. Der vil for ethvert e veere

(1)N_ sla) = fu©)] _ mr o~ _ v

=€ -€
€ €
bokse med ovennzvnte sideleengder. Derfor er kvaliteten af Hausdorff-malet

m
Zed el =(NH1) — gy L (dHH—(N+1)

hvor 0 < € < 4. Vi veelger nu § = € og far si at Hausdorff-malet bliver,

Ty = lim [y(e) = m - AN+,
e—0

For at finde Hausdorff-dimensionen Dy skal I'y ifelge Def. 3 veere en konstant, dvs.

Fd X 60.

SH’et i Dy ma ikke forveksles med parameteren H i den fraktionelle Brownske bevaegelse fu ().



Vi kan derfor opstille fglgende ligning,
d+H—-(N+1)=0&d=(N+1)—H.

Hausdorff-dimensionen af en N-dimensionel fraktionel Brownsk bevagelse er derfor, iflg.
Def3, Dy =d= N+ (1—H). O

Jeg finder det bevendt ogsa at opskrive Hausdorff-dimensionen af den fraktionelle Brownske
bevaegelse, som en funktion af o fra Teorem 3. Dette teorem er inspireret af Voss, [Vos85].

Teorem 5 (Relation mellem Hausdorfl-dimensionen og «): Der gelder folgende
relation mellem Hausdorff-dimensionen Dy af den fraktionelle Brownske bevagelse og «
defineret 1 Teorem 3,

33—«

Dy =N+~

Bevis: Beviset for dette teorem er ganske enkelt. Fra Teorem 3 har vi fglgende relation,

1
a:2H+1(:>H:aT.

Indseettes dette i udtrykket fra Teorem 4, fas folgende

-1 —
DH:N+1—H=N+1—QT:N+3—a.

a

Det er her veerd at bemzerke, at hvis man benytter fraktionelle Brownske bevagelser som
model for billeder af naturlige scener, og antager at den fraktale dimension af virkelige
billeder af naturlige scener er Dy = 2.5, sa er H = 1/2, hvilket betyder at sadanne billeder
kan modelleres af den klassiske Brownske bevagelse.

Pentland bemzrker at man kan benytte Teorem 3 og ovenstaende Teorem 4 til at finde
den fraktale dimension af en funktion. Denne ide har Garding taget op i artiklen [Gar87] og
jeg benytter hans metoder i afsnit 6 til at generere kunstige billeder med en bestemt fraktal
dimension.

I [MvNG68] viser Mandelbrot og van Ness at 1-dimensionelle fraktionelle Brownske be-
vaegelser ikke er differentiable. Dette gores med fglgende teorem.

Teorem 6 (Fraktionelle Brownske beveegelsers manglende differentiabilitet): Den
1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelse By (t) er nesten ikke differentiabel. Faktisk
er

Bu(t) — Bu(to)

lim sup = 00
t—to t—1o

med sandsynligheden en.

Dette resultat kan udvides til at gaelde for N-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelser
fu (%), ved at betragte veerdierne af f (%) i £y og £+ nar |A| — 0. Jeg undlader at opstille
og bevise dette teorem, da det ikke er ngdvendigt for sammenhangen i denne rapport.
Mandelbrot og van Ness bemaerker at denne mangel pa differentiabilitet kan omgas, ved
at udglatte den fraktionelle Brownske bevaegelse. Dette gores ved at folde denne med en



funktion. I naeste afsnit af denne rapport gennemgés noget af teorien bag linezre skalarum,
som blandt andet benytter sig af udglatning af billeder ved at folde dette med en Gauss-
funktion, og derved opnds at billedet bliver klasse C*° differentiabelt. Hvis vi benytter
linezere skalarum i billedebehandling kan vi altsa sagtens antage, at billedet er en fraktionel
Brownsk bevagelse, og samtidig bibeholde muligheden for at differentiere billedet.

Pentland og Garding er i deres artikler [Pen84, Gar87] begge interesserede i den fraktale
dimensions anvendelse indenfor billedbehandling. Man betragter, som bekendt billeder
som intensitetsfunktioner I(Z), hvilket indebaerer at f.eks. 2D-billeder kan betragtes som
intensitetsflader I(z,y) i et 3-dimensionelt rum. Pentland arbejder med ideen om at skabe
kunstige billeder af naturlige objekter som f.eks. bjergkaeder, ved hjxlp af fraktionelle
Brownske intensitetsflader. Det har nemlig vist sig at mange billeder af naturlige objekter
er approksimative fraktaler, [RB94, Fie87, KFK90], dvs. at disse billeder i et vist skala-
interval har de samme egenskaber som en fraktal maengde. Pentland mener endvidere, at
man kan opbygge en generel beskrivelse af naturlige objekter, siledes at billedanalyse af
naturlige objekter bliver styrket. Garding tager traden op efter Pentland og benytter ideen
om at mange naturlige objekter er fraktale til at lave textur-analyse og segmentering.

Jeg vil i det fglgende bygge videre pa Pentland og Géarding’s ideer og fremstille en
hypotese om normalisering over skala af diskrete billede afledte, ved hjalp af det i Teorem
3 beskrevede «, samt dimensionen af billedet og ordenen af differentiation.

4 Lineeert skalarum

Jeg vil i dette afsnit kort fremlaegge den del af teorien om linezer skalarum, som er ngdvendig
i denne rapport for at forsta normaliseringsbegrebet. Jeg laegger ud med en kort gennemgang
af ideen bag skalarum og fremlaegger derpa det teoretiske grundlag. Tilsidst gennemgar jeg
normalisering af billedafledte over skala i forbindelse med automatisk skala-selektion.

I den fysiske verden eksisterer objekter pa forskellige skalaer. Hvis man for eksempel
betragter et trae, kan man valge at se bladene og grenene der udggr traekronen, eller man
kan veelge, at betragte traeets overordnede kontur, stammen og kronen. Man kan altsa
vaelge at betragte et objekt pa forskellige detaljeringsgrader eller skalaer. Man har forsggt
at fange dette generelle princip i teorien for linezert skalarum. I digital billedbehandling
benytter man teorien for linesert skalarum til blandt andet feature-detektion, da denne
teori muligggr en nedtoning af stgj og ugnskede detaljer i det betragtede diskrete billede.
Fglgende betragtninger er hentet fra en tutorial skrevet af ter Haar Romeny [tHR96].

Digitale billeder er som bekendt diskrete datasset, som ofte er skabt ved hjezlp af en
form for méaleinstrument, for eksempel et digitalt kamera. Et méaleinstrument har altid en
maleenhed som bestemmer oplgsningen af datasettet, dvs. pixel-stgrrelsen. Maleinstrum-
entet har endvidere en ydre og indre greense for detaljeringsgraden af det malte datasaet.
Den indre graense udggres af maleinstrumentets mindste maleenhed, og den ydre graense
afggres af maleinstrumentets stgrste maleenhed eller synsfelt, dvs. at den ydre greense
for f.eks. et kamera, er det udsnit af de betragtede objekter som man kan se igennem
kameralinsen. Hvis maleinstrumentet er et kamera, sa er maleenheden kameraets detaljegrad
eller skala, angivet ved kameraets bleendeabning ogsa kaldet apertur.

I teorien for linezert skalarum gnsker man at modellere en apertur. Matematisk kan en
apertur betragtes som en operator eller funktion der producerer det diskrete billede. ter
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Haar Romeny citerer Florack et al. [FtHRKV94] for at opstille fem krav til en apertur-
funktion:

e Linearitet.

e Rumlig translations-invarians.
e Isotropi.

e Skala-invarians.

e Separabilitet.

Disse krav afspejler at man gnsker en funktion, der ikke har nogle preferenser med hensyn
til orientering og position, endvidere vil man kraeve at apertur-funktionen ikke skaber ny
information i billedet, nar stgrrelsen af aperturet (skalaen) stiger. Disse krav kan opfyldes,
hvis man benytter folgende definition for et linesert skalarum af et billede.

Definition 9 (Billeder i linezere skalarum): Det lineere skalarum af et billede L(Z) er
givet ved diffusionsligningen
— =V,

ot
hvor V2 er Laplace-operatoren® og t er skalavariablen. Lgsninger til diffusionsligningen
giver et udtryk for billedet pa en bestemt skala L(Z,t).

6

Gauss-funktionen er diffusionsligningens Green-funktion, hvilket betyder at Gauss-funktion-
en er “frembringer” for en lgsning til diffusionsligningen. Dette giver anledning til fglgende
definition.

Definition 10 (Lgsninger til diffusionsligningen): En lgsning til diffusionsligningen
og dermed et billede L(Z,t) i skalarummet er givet ved

L(Z,t) = G(Z,1) *z L(Z),

hvor xz betyder foldning’ af de to funktioner i T og Gauss-funktionen G(Z,t) er givet ved

1 ER
G(&,t) = N
(£,1) — eXP< 2t>

2

hvor D er dimensionen af ¥ og t = o er variansen af Gauss-funktionen. Parameteren t
kan betragtes som skalaen eller stprrelsen aof aperturet.

Der gaxlder endvidere, at Gauss-funktionens afledte ogsa er lgsninger til diffusionsligningen,
og derfor galder at den n’te afledte i x; af et billede i skalarum er givet ved,

o" - o "G(Z,1) o

@(G(%t) g L(T)) = Tn’ *z L(T),

i

- 2 2 2
6Laplace-operatoren brugt pa en funktion ¢(z,y, ) er givet ved fglgende udtryk VZp = g—mé + ‘Z,—y*;i + g—zﬁ

"Foldning af to funktioner g(Z) og f(Z) i # er givet ved, g(Z) *z f(%) = faeIRN g(&)f(& — &)dZ', hvor N
er dimensionen af Z.
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hvor z;,4 = 1,..., N er det 7’te element i den N-dimensionelle vektor Z. Gauss-funktionens
Fouriertransformerede er givet ved

~ 1
G(@,1) = exp (—§t|&5|2) ,

og i Fourier-domanet er den n’te afledte af Gauss-funktionen i det i’te element af vektoren
@ givet ved B
"G (d,1) . =
(2

hvor j = /1.

Tensorer er et vigtigt redskab i skalarumsteori, da de muligggr koordinatinvariante op-
erationer pa billeder. Jeg har valgt at omtale tensorer pa dette sted i rapporten, idet jeg
i afsnit 5 benytter tensornotation. Fglgende er en sammenfatning af ter Haar Romeny’s
artikel [tHR96] og Merzbacher’s leerebog i kvantemekanik [Mer70].

En tensor kan betragtes som en liste af lister eller en mangde af n operatorer, og man
taler om en n-tensor. Som eksempler kan naevnes at en 1-tensor er en vektor og en 2-tensor
er en matrix. De n operatorer i n-tensoren 7' indiceres T;,1 < ¢ < n, endvidere gelder
der at man kan kombinere indices, sdledes at T;; betyder at man forst benytter tensoren
T; efterfulgt af T;. Nedenfor ses to eksempler pa tensorer. Tensoren for gradienten af et
billede §L(:v, y,z) er i 3-dimensioner givet ved 1-tensoren L;,

0L OL OL .
P = {%’8_@/’5} - {Lw;LyaLz}aZ =Z,Y,%.

Laplace-operatoren er i 3-dimensioner givet ved hjzelp af Einsteins summationskonvention®,

Lz'z' = Z Lz'i = L:c:c + Lyy + LzZa

1=T,Y,2

hvor L,, = ‘32715 og tilsvarende for y og z. Denne operator har den egenskab at den er
invariant overfor afstandsbevarende koordinattransformationer.

Der kan frembringes en lang raekke invarianter af denne type. Et resultat fra differential
geometrien forteeller, at enhver invariant kan udtrykkes i et polynomium af en maengde
af irreducible? invarianter. Denne mzngde er som regel lille, for eksempel udggr fglgende
tensorer denne mangde for 2-dimensioner op til differentiationsordenen 2,

L,L;L;, Ly, L;L;; L, Li; Lj;.

Hvis man kender denne mangde af irreducible invarianter, kan man beregne alle invarianter
for et skalarums billede for en given skala op til differentiationsordenen 2. Det er derfor
interessant at betragte disse koordinatinvarianters udvikling over skala. Den information
man far ud af dette bruges blandt andet til at finde features i billeder.

8Einsteins summationskonvention for tensor notation er at alle tensorer med ens indeks skal summeres,
dvs. at i 2-D er LiL; = Ly Ly + LyLy,.

®Trreducibilitet er et kompliceret koncept, som jeg vil undlade at forklare i denne rapport, og istedet
henvise interesserede til Merzbacher’s bog [Mer70] for en forklaring.
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Tkke-linezere kombinationer af billedafledte, kaldet feature-styrkemal, benyttes som feature-
detektorer, [Mar82]. Disse feature-styrkemal er ogsa blevet benyttet til feature-detektion
i skalarum, [Koe84, FtHRKV94, Lin94]. Man udnytter her at features er nemmere at de-
tektere nar der er mindre maengder af stgj i billedet, dvs. pa en hgjere indre skala end
det oprindelige billede. Et problem er her at pa hgjre skala forskydes features fra deres
oprindelige position i billedet pa grund af udglatningen ved foldning med Gauss-funktionen.
Det er derfor ngdvendigt at lokalisere featuren i det oprindelige billede, ved at folge den
ned igennem skalarummet. Dette er ikke trivielt og ligger udenfor denne rapports rammer,
sa jeg vil undlade at behandle dette emne dybere.

Et andet problem der opstar ved feature detektion i skalarum er at finde den bedst egnede
skala for detektion. Lindeberg [Lin94, Lin96a, Lin96b] har eksperimenteret med at benytte
maxima, af normaliserede feature-styrkemal over skala, som automatisk skalaselektor. En
normalisering af skalabillederne er derfor ngdvendig for at kunne sammenligne billedafledte
over skala, [Lin94]. Man kan ved hjelp af almindelig dimensionsanalyse opstille fplgende
normalisering af den n’te ordens afledte i x; af billedet,

o = t"297 (1)

T;,norm

hvor ¢ angiver skalaen.

Lindeberg [Lin94, Lin96a, Lin96b] foreslar en udvidelse af denne normalisering, som
giver en afhangighed af, hvilken type feature man gnsker at detektere. Han indfgrer de
sakaldte y-normaliserede afledte, som er givet ved

o = t%/Qa;g, (2)

T;,Yn—nOrm

hvor v, = n7y og v er en empirisk bestemt normaliseringsparameter som skal tilpasses til
den feature man gnsker at finde.

Jeg vil i det efterfglgende afsnit forsgge at finde et udtryk for +,, siledes at denne
parameter afheenger af den fraktale dimension af billedet, den topologiske dimension af
billedet og differentiationordenen.

5 Hypotese

I dette afsnit vil jeg opstille fire teoremer omhandlende normalisering af billedafledte i
skalarum. Jeg vil ved hvert teorem godtggre dets gyldighed, ved at foretage en rackke
udledninger ved hjlp af resultater fra de foregdende afsnit. Disse udledninger er inspireret
af nogle lignende overvejelser som Tony Lindeberg, [Lin94], har gjort sig. Disse teoremer
danner rammen for min hypotese, som jeg fremlaegger til sidst i dette afsnit.

De fire teoremer udtaler sig alle om normalisering af skalarums billeder L(Z;t). I alle
teoremerne benyttes Lo-normen af billedet til at udlede et normaliseringsudtryk. Valget
af Ly-normen skyldes at udledningerne af teoremerne er mulige for denne normalisering,
hvorimod udledningerne vil blive meget komplekse eller ulgselige ved brugen af den generelle
Ly-norm. Endvidere antages det i alle teoremer at de betragtede billeder er fraktionelle
Brownske intensitetsflader.

I det fgrste teorem betragtes et 1-dimensionelt billede f,(z) og det tilhgrende Fouri-
ertransformerede billede fa(w). Det antages at dette billede er en fraktionel Brownsk
bevaegelse. Der gaelder da, den i Teorem 3 omtalte relation, |fa|? o |w|~®. Jeg konstruerer
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et skalarumsbillede L(z;t) af signalet f,(z) ved, som omtalt i afsnit 4, at folde dette med
Gauss-funktionen G(z;t),

o0
L(z;t) = / G(z'st) folz — 2')dx'
—00
og Fouriertransformationen af L(x;t) er derfor givet ved,
L(w;t) = G(w;t) fa(w).

Teorem 7 FEt 1-dimensionelt skalarums billede L(x;t) kan Lo-norms normaliseres ved hjelp
af folgende udtryk,

1
o 1\35
Luyorm(w;t) = (t_2+2)2 L(z;).

Bevis: Jeg vil finde Lo-normen af billedet L(x;t) ved,

o
1z = [ (2.
o0

Jeg kan omskrive dette udtryk ved hj=zlp af Parsevals s®tning, saledes at
oo oo oo L ~ 2
12 = [ 12tde = [ (i = [ |Gt falw)|| do.
—0oQ —0oQ — 00

Da G(w;t) = e 3w’ og ved at benytte resultatet |f,(w)|? = |w|~® kan jeg omskrive oven-
stdende til

% w21 F N2 % —wit
/ e 52| fo ()] dw:/ e 9| dw.
o0

Jeg benytter nu, at ifplge [Lin94] gaelder der at

*® mo—as?,; _ L((m+1)/2)
/0 e d.’E = W, (3)

og endvidere gzlder der at

o o0
/ lw|”™%dw = 2/ w™%dw, (4)
—0oo 0

saledes at ligningen for Lo-normen af L(z;t) kan omskrives til

00 T(—g 1 §
||L||2 = 2/ eiw2tw7adw B (?1712) — K. tifé,
0 t 272
hvor K er en konstant. _

Det ses at den i Teorem 7 foreslaede skala-normalisering, medfgrer at billedet skal nor-
maliseres for 0’te ordens billedafledte, dvs. billedet selv, i modsaetning til den almindelige
dimensionsanalyse-normalisering, se Ligning 1, og Lindebergs vy-normalisering, se Ligning
2. Det ses, at hvis teoremets normaliseringsmetode skal behandle 0’te ordens afledte som
de to andre normaliseringsmetoder, si skal H = 0. Hvis billedet er en klassisk Brownsk
bevaegelse, dvs. H = 1/2, sa skal det normaliseres med =
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Jeg betragter nu det samme billede L(z;t), men interesserer mig nu for Lo-normen af
billedets n’te ordens afledte. Lad L(™ betegne billedet afledt n gange med hensyn til z,
g:;—ﬁ, hvilket i Fourier-domeaenet giver os

L™ = (iw)" G(w; t) fa(w),
hvor i = v/—1.

Teorem 8 Ved Lo-norms normalisering af den n’te ordens afledte af et 1-dimensionelt
skalarumsbillede L(x;t) kan man benytte folgende udtryk
1
Ly (i) = (£734742)7 L0 (g3,

Bevis: Beviset for dette teorem fglger det samme mgnster som beviset ovenfor. Fgrst findes
Ly-normen af L™ (z; ).

L2 = /OO |IEM)2dw = /Oo ‘(iw)né(w;t)fa(w)rdw

R O O P 2 L on Wt —a
= / ‘(zw) e 2 fa(w)‘ dwz/ liw["e™ " |w| ™ %dw
— o0 —o0

w2ty —at2n
= e ¥ |wl dw,
—0o0

hvor jeg benyttede at |i|>® = 1. Ovenstdende kan nu, ved hjzlp af Ligning 3 og 4, omskrives
til

—

[(=5 +n+3)

(o7
=K. -t2"""2
{5ty ’

(n)|2 W’ —at2n

1L :2/ ety g,
0

hvor K er en konstant. O

Normaliseringen i Teorem 8 er konsistent med Teorem 7, idet at 0’te ordens billedafledte skal
normaliseres. Det ses at n’te ordens billedafledte handteres ved at addere n til 0’te ordens
normaliseringen, hvilket er konsistent med dimensionsanalyse-normaliseringen, se Ligning
1, og Lindebergs normalisering, se Ligning 2.

Jeg vil nu udvide problemet og betragte et N-dimensionelt signal, dvs. f, : RM1IR
og G,L:RY x R +— IR, som antages at vare en fraktionel Brownsk instensitetsflade. Jeg

starter med at se bort fra afledte af L(Z;t).

Teorem 9 Ved Lo-norms normalisering af et N-dimensionelt skalarumsbillede L(Z;t) kan

man benytte folgende udtryk,

vlz
~
N
=
ot

Lnorm(j'; t) = (tia 7t

Bevis: Jeg beregner Lo-normen af billedet,
2 2 7 712 7= N S LA
je = [ ptar= [ jEPds= [ 6@0f@)] ds
FeRN @eRN @eRN

12, ~ 2 "y
_ / 3190 (@) d&;':/ e 9B,
@deRN @eRN
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Jeg indfgrer nu N-dimensionelle sfeeriske koordinater (p, p1,...,oNn-1)

_ _ 2
| L2 :// p TN dndpy -+ don 1,
3 , p€[07oo[;gal7'"a¢N—16[0727[-}

N

og benytter Ligning 3 og kan omskrive ovenstaende til

G T(=5+5)
I = @m)™ T ——2 2=
2t 5 t2

|2

=K-t7 7,
hvor K er en konstant. O

Det ses at den i Teorem 9 angivne normalisering er konsistent med Teorem 7-8. Det ses
endvidere at dimensionen af billedet har indflydelse pa normaliseringen af den 0’te ordens
billedafledte.

Jeg vil ligesom for det 1-dimensionelle billede finde normaliseringen af billedafledte. Den
type billedafledte jeg er interesseret i er alle koordinatinvarianter der er kvadratiske i L pa
formen

L’il’igig .. .Lil...z’2n_k i?nfk—l—l et (5)
2n—k k

Eksempler pd invarianter pad denne form er L;L;;; og L;;L;;. Valget af denne form for

invarianter skyldes at denne type invarianter er interessante ved feature-detektion. Ifglge
[NFD97] gaelder fglgende relation

/Lmzzg Ly iy fn fonhi1- /L --Lij ... 9%,

hvilket betyder at jeg ved udledning af normaliseringen af invarianter pa formen angivet i
Ligning 5 kan ngjes med at betragte invarianter som har formen

LML =Ly Lijg .
—— S —

Koordinatinvarianter pa denne form er lettere at handtere.
I Fourier domenet har denne type billedafledte fglgende form,

L(n)((;)’, t)f,(”)(&)’,t) = Lijk . .(J;t)Lijk: . _((ﬁ;t) =
S—— S——
G (@OF@) = m(whutf . )G 0 f2(),
——

hvor + = v/—1. Ifplge [NFD97] kan dette, i det tilfeelde hvor 7 # j # k # ..., omskrives til

L0 (@)L (@55) = 26> G2 (& 1) fa (&)
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For at dette ogsa holder for i = j = k..., skal I:(J;'; t) veere forsvindende pa randen. Denne
relations korrekthed kan anskueligggres ved at betragte fglgende to eksempler. Kvadratet
af gradienten af et 2-dimensionelt Fourier-billede, dvs. nar n = 1, giver fglgende relation,

|VL|? = |LL\_|L2+L2|
= [o(w? + w2)G(@; 1) f2(@)| = |@[?|L]*.

Kvadratet af sporet'® af Hessian matricen!! af et 2-dimensionelt Fourier-billede, dvs. nar
n = 2, giver fglgende relation,

[tr(H)* = |Laa + Lyy|* = |L3, + Liy + Lo Lyy|
= [(wawz)® + (wywy)? + wowowywy) L2| = |a[*|L[%.

Jeg vil betragte Li-normen af invarianter pa formen L L(") . Grunden til dette skyldes
at LM L™ er et produkt af to billedeafledte, og derfor er Li-normen af LM L") gkvivalent
med Ly-normen af L. T udledningen af nedenstiende teorem benytter jeg at, L;-normen
af koordinatinvarianter pa formen L™ L ifglge [NFD97], er givet ved,

LWL, = /J . ™™gz, (6)

Teorem 10 Ved normalisering af de afledte af et N-dimensionelt skalarumsbillede L(Z;t),
som har formen

(mrm) —r. .. .
LYWL LZ11213 .. .Lil...iQn_k n—k+1---7
2n—k k

kan man benytte folgende udtryk,
L) (@ ) L. (@5 1) = (475475 ) L0 (30) L0 (3 1).

norm norm

Bevis: Beviset forlgber som ovenfor, jeg starter med at finde Li-normen af LM LM ved
at benytte Ligning 6,

(n) ,(n) — F)F(n)| 15 — N F2 N =
ILOLo) = [ EOLaE = [ 6 (@072@)ds

n
—12n_—|@2t 72/~ - —|@2t| = —a+2n 3
= [ e T @ = [ e e,

hvor det blev benyttet at |:|” = 1. Jeg indfgrer ligesom ovenfor N-dimensionelle sfaeriske
koordinater og benytter ligning 3,

// p—a+2n+N716p2tdpd(p1 cedpn_1
3 , pE[0,00[;CPl,---,QON_l6[0,271']

N
N
_ (27r)N—1P( 2 +n+N2) - K _t‘;—n—%’
Qt*%—f-n—f-j
hvor K er en konstant. O

103poret af en matrix er summen af diagonalelementerne og betegnes ofte med tr(-).
"Hessian matricen af en funktion er i tensor notation givet ved L;;. T 2-D ser Hessian matricen H, saledes

L L
d, H= oo i .
e < Ly: Ly >
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Det bgr bemaerkes at dette resultat gaelder for alle invarianter som er kvadratiske i billedet
L med differentiationsordenen n. Denne type invarianter er netop dem der bliver brugt
som feature-detektorer. Teorem 10 er konsistent med Teorem 7-9 og det ses at 0’te ordens
billedafledte skal normaliseres med t*%+%, samt at normalisering af n’te ordens afledte
stemmer overens med dimensionsanalyse normaliseringsmetoden Ligning 1 og Lindebergs
normaliseringsmetode, se Ligning 2.

Jeg har nu vist 4 teoremer der er gyldige for kontinuerte billeder L(;t). I datalogiske
sammenhange er det dog interessant om dette holder for diskret samplede billeder. Jeg har i
denne rapport valgt at foretage alle udledninger og betragtninger pa kontinuerte funktioner,
for at undga en yderligere komplicering af teorien ved at indfgre diskrete funktioner. Deriche
og Tewfik [DT93] beskriver i deres artikel egenskaberne ved den diskrete 1-dimensionelle
fraktionelle Brownske bevaegelse. Jeg kunne have valgt at benytte deres resultater, men
en indfgrelse af deres resultater vil have kompliceret mine resultater ungdigt. Jeg vealger
derfor at korrigere mine senere eksperimenter for eventuelle diskretiseringseffekter, hvilket
leder frem til min hypotese.

Hypotese 1 Teorem 7-10 er ogsa gyldige for diskret samplede billeder L(Z;t), under an-
tagelse af at disse billeders intensitetsflade er en diskretisering af en fraktionel Brownsk
beveegelse.

Jeg foreslar altsa at udskifte Lindebergs y-normalisering af skalabilleder, v, = ny, med
Yn=—95+n+ % Det ses som tidligere omtalt at med min normalisering skal man behan-
dle den 0’te ordens afledte af billedet, dvs. originalbilledet, anderledes end den n’te ordens
afledte. Man skal normalisere originalbilledet med —& + %, derpa findes normaliseringen af
den n’te ordens afledte ved at addere n pa normaliseringsfaktoren. Dette adskiller sig fra
normalisering baseret pa dimensionsanalyse og Lindebergs y-normalisering, hvilket skyldes
at den fraktionelle Brownske bevaegelse er den fraktionelle differentiation eller integration af
den Brownske bevagelse. Derfor er det ngdvendigt at normalisere med en faktor indehold-
ende a, som er en funktion af H, der bestemmer graden af fraktionalitet af differentiationen
eller integrationen.

Jeg vil fremheeve, at mit udtryk for <, er i fin overenstemmelse med de 7y-veerdier
som Lindeberg selv foresldr i sin artikel. I Tabel 1 har jeg reproduceret en af Lindebergs
tabeller over vardier af y for forskellige feature-detektorer. Jeg har udvidet tabellen med
de tilhgrende veerdier af H og Dpg. 1 tabellen ses det at Lindebergs valg af v medfgrer
at kanter og bakketoppe har en fraktal dimension med vardien Dy = 2, hvilket virker
intuitivt korrekt, idet kanter og bakketoppe i billeder ikke er ideelle, men har en udbredelse.
Lindeberg benytter ogsd denne antagelse til at udlede veerdierne for v, sa derfor er det
ikke overraskende at disse far en fraktal dimension med verdien 2. Det er derimod mere
overraskende at hjgrner og blobs har en fraktal dimension pd Dy = 2.5, hvilket angiver at
tilsyneladende 2-dimensionelle strukturer i et billede snarere er 3-dimensionelle. Endvidere
er den fraktale dimension med vaerdien Dy = 2.5, som tidligere omtalt, ogsa tilsyneladende
den dominerende fraktale dimension for naturlige billeder. Hvis man antager at billeder af
naturlige scener kan modelleres med fraktionelle Brownske bevagelser, sa antyder en fraktal
dimension pa Dy = 2.5 at hjgrner og blobs er 2-dimensionelle klassiske Brownske flader, i
det at H =1/2.

I det efterfolgende afsnit vil jeg vise, at Hypotese 1 er gyldig under visse forudseetninger.
Dette vil jeg gore ved, at generere kunstige billeder for hvilke jeg kender «, dvs. den fraktale
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Feature type | Normaliserede styrke mal | -y H | Dy
Kant 2L, /2 1 | 2
Bakketop t27(Lpp — Lgq)? 341 1 | 2

Hjgrne t2Y L2 Ly, 1 |1/2] 25

Blob V2L 1 [1/2 |25

Tabel 1: Denne tabel viser de feature-styrkemal og tilsvarende 7-vaerdier, som Lindeberg har benyttet i
sine forspg med y-normalisering. Tabellen er en reproduktion fra [Lin96b]. Jeg har tilfgjet veerdierne af H
og Dy for de pagaldende y-vaerdier, baseret pa resultatet fra Teorem 10. Koordinaterne (u,v) angiver et
koordinatsystem der er lagt i gradientens retning og koordinaterne (p, q) angiver det lokale koordinatsystem
som er lagt i hovedkrumningsretningerne.

dimension.

6 Anvendt normalisering

I dette afsnit vil jeg lave en raekke eksperimenter, som har til formal at vise gyldigheden af
Hypotese 1 og underbygge og visualisere nogle af resultaterne fra de foregdende afsnit.

Den Brownske bevaegelse defineret i Def. 1 er ogsa defineret som integreret Gaussisk
stgj. Pa Figur 2 ses eksempler pa 1D og 2D Gaussisk stgj og de tilhgrende spektraltaetheder.
Spektraltaetheden for det 2-dimensionelle billede er opbygget ved at midle over punkter med
samme frekvens, dvs. ved at midle over punkter med samme Ls-norm i spektraet. Det ses
at de to signalers spektra er nasten konstante.

Definition 5 definerer den 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelse ved inte-
gration af den Brownske bevagelse. Jeg har derfor forsggt numerisk at integrere det 1-
dimensionelle signal fra Figur 2, og resultatet kan ses i Figur 3. Som forventet har dette
signal en heeldning pd « = 2.15, svarende til H = 0.5, dvs. signalet er en klassisk Brownsk
bevaegelse. Det er desveerre ikke lige sa simpelt at generere 2-dimensionelle fraktionelle
Brownske bevagelser, da jeg ikke har fundet en definition af den N-dimensionelle frak-
tionelle Brownske bevagelse pa integralform.

Garding [Gar87] fremlaegger en anden metode til at generere 2-dimensionelle fraktionelle
Brownske flader. Han foreslar at man opbygger billedet f,(z,y) i frekvensdomaenet, hvor
man sikrer at billedets spektralteethed opfylder Teorem 3. Dette vil sige at i et punkt
(wg,wy) i frekvensbilledet, skal amplituden af fa(ww, wy) veere bestemt ved

_a
2.

|fa(ww>wy)‘2 = (w;% +w§)

Alle punkter i frekvensbilledet er komplekse, sa fasen 6 i punktet (wz,wy) findes ved at
udtraekke et tilfeeldigt tal 0 i intervallet [0; 27], saledes at

fa(ww,wy) = (w2 + wj)*%(COSO + isin@).

For at sikre at billedet i det spatielle domaene er reelt, er det ngdvendigt at sikre at frekvens-
billedet er en lige funktion i realdelen og en ulige funktion i imaginzerdelen. Dette ggres ved
at sikre at frekvensbilledet har en kompleks konjugeret symetri. Pa Figur 4 har jeg forsggt
at vise hvorledes et 8 x 8 billede skal opbygges. For at lette opbygningen af billedet vaelger
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a | estimerede 7y veerdier | faktiske vy vaerdier | relativ fejl
1 -1.61 -1.5 -7.33 %
-1.25 -1 -25.00 %
2.5 -1.09 -0.75 -45.33 %
3 -0.93 -0.5 -86.00 %
4 -0.65 0 -
5 -0.44 0.5 188.00 %

Tabel 2: 1 denne tabel findes de estimerede veerdier for normaliseringsfaktoren udfra graferne i Figur 8,
endvidere findes de faktiske veerdier. Disse veerdier er beregnet ved at benytte normaliseringsudtrykket fra
Teorem 10, hvor n =1 og N = 2.

jeg kun at betragte billeder der har pixel-sidelzengder der er en potens af 2. Jeg har imple-
menteret denne metode i matematik systemet Matlab. Kildeteksten til matlab-programmet
findes i Appendix A.1.

Et eksempel pa den 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevaegelse produceret ved
hjelp af ovennavnte program findes i Figur 5, samt bevaegelsens spektraltaethed. Figur
6 indeholder et eksempel pa den 2-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelse med
tilhgrende spektralteethed, som er konstrueret ved at midle over punkter i frekvensbilledet
med samme Lo-norm.

Figur 7 indeholder seks 2-dimensionelle billeder og pé Figur 10 findes seks 1-dimension-
elle billeder, alle med forskellige a-veerdier konstrueret ved hjzlp af ovennsevnte program.
Jeg har benyttet disse billeder i mit forsgg pa at eftervise Hypotese 1. Jeg kigger pa to
typer af differentialudtryk for de 2-dimensionelle billeder, L;L; og L;;L;;, og pa L.L; for
de 1-dimensionelle, endvidere betragter jeg disse billeders udvikling over skala.

Jeg har benyttet programmet tgv, som er skrevet af folk fra Utrecht Universitet, til at
skabe skalarumsbillederne af de to differentialudtryk for de 2-dimensionelle billeder. Jeg
har lavet 10 skalabilleder for de to differentialudtryk for alle seks billeder. De 10 skalaer
er udvalgt i eksponentielt voksende orden i intervallet mellem 2 og 30. Ved at benytte et
andet program, statim, skrevet af de samme folk, har jeg beregnet Li-normen af hver enkelt
skalabillede. Grunden til at jeg benytter Li-normen skyldes min definition af n’te ordens N-
dimensionelle afledte, L(™ (&;t), som ligger til grund for Teorem 10. De herved fremkomne
veerdier af Li-normen, har jeg plottet i Figur 8-9, og jeg har estimeret haldningen, dvs.
veerdien af v, af disse grafer og opskrevet dem i tabel 2-3. Disse tabeller indeholder ogsa
den relative fejl procent beregnet ved hjzlp af

|’y B ’YE‘ . 100
v

hvor «y er den rigtige veerdi og 7. er den estimerede vaerdi.

Det ses at de estimerede veerdier ligger rimelig taet pa de faktiske veerdier af «, dog er
veerdierne for a = 4,5 meget ved siden af det forventede. Dette skyldes at @ > 3 ligger
udenfor det omrade som Definition 5 er gyldig for, og betyder intuitivt at den Brownske
bevaegelse er integreret n > 1 gange. Endvidere er statistikken i mine billeder med o >
3 ikke tilstraekkelig, da billedstrukturenes omfang rakker ud over billedets udsnit. Det
ses at vaerdier for a omkring 1 til 2.5 giver det bedste resultat, endvidere ses det at nar
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a | estimerede 7y veerdier | faktiske vy vaerdier | relativ fejl

1 -2.59 -2.5 -3.6 %
-2.2 -2 -10 %

2.5 -2.01 -1.75 -14.86 %

3 -1.82 -1.5 -21.33 %

4 -1.46 -1 -46 %

5 -1.13 -0.5 -126 %

Tabel 3: 1 denne tabel findes de estimerede veerdier for normaliseringsfaktoren udfra graferne i Figur 9,
endvidere findes de faktiske veerdier. Disse veerdier er beregnet ved at benytte normaliseringsudtrykket fra
Teorem 10, hvor n =2 og N = 2.

a | estimerede v veerdier | faktiske v vaerdier | relativ fejl
1 -1.19 -1 -19 %
1.5 -0.97 -0.75 -29.33 %
2 -0.92 -0.5 -84 %
2.5 -0.76 -0.25 -204 %

3 -0.66 0 -
4 -0.55 0.5 210 %

Tabel 4: I denne tabel findes de estimerede veerdier for normaliseringsfaktoren udfra graferne i Figur 11,
endvidere findes de faktiske veerdier, samt den relative fejl i procent. Disse veerdier er beregnet ved at
benytte normaliseringsudtrykket fra Teorem 10, hvor n =1 og N = 1.

differentationsordene gges, dvs. nar n vokser, sa forbedres resultaterne i a € [1;3]. Iser
skal det fremhaeves at for « = 1 og n = 2, er den relative fejl helt nede pa —3.6%.

Jeg har foretaget det samme forsgg med de 1-dimensionelle billeder i Figur 10. Jeg har
opbygget skalarummet for hvert billede ved at folde billedet med numerisk differentierede
Gauss-funktioner G, med forskellig spredning. Dette Matlab-program findes i Appendix
A.7. Resultatet af kgrsel med dette program findes pa Figur 11 og i Tabel 4.

Resultaterne for de 1-dimensionelle billeder har samme kvalitet som resultaterne for de
2-dimensionelle billeder. Her kan det endvidere konkluderes at for stigende dimension N,
forbedres resultaterne.

Grunden til at mine resultater ikke er fuldsteendig ngjagtige er diskretisering af de
benyttede billeder. Mine 2-dimensionelle billeder indeholder alle 256 x 256 billedpunkter,
hvilket i Fourier-domanet betyder at hgje frekvenser ikke medtages i billedet. Ved brug af
billeder med flere billedpunkter, vil man udvide det betragtede udsnit af Fourier-domaenet
og dermed forbedre billedets statistik, hvilket ville betyde at mine beregninger af L;-normen
ville forbedres og dermed ville mine estimater af vy forbedres. Jeg har valgt kun at benytte
syntetiske billeder med 256 x 256 billedpunkter, da min generatorfunktion kreever at de
billeder den genererer har et antal billedpunkter, der er en potens af 2, og derfor ville det
kun veere muligt at generere billeder med et billedpunktsantal pa 512 x 512, 1024 x 1024
osv., hvilket kreever meget regnekraft.

Man kan pa Figur 8-9 og 11 se at nar skalaen stiger sa falder estimatet af L;-normen
hurtigere, dvs. veerdierne af 7y stiger, hvilket betyder at estimatet af v over hele det betragt-
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titel | estimerede vy veerdier | H | Dp
garden -1.80 0.70 | 2.30
brain -1.84 0.66 | 2.34
akande -1.59 0.91 | 2.09
seawd -1.78 0.72 | 2.28
newrut -1.79 0.71 | 2.29
tornet -1.72 0.78 | 2.22
trees -1.84 0.66 | 2.34

Tabel 5: 1 denne tabel findes de estimerede vaerdier for normaliseringsfaktoren udfra graferne i Figur
12-14, endvidere angives vaerdierne af H og Dy udfra disse estimater. Veardierne af H er beregnet udfra
H=n+ % -y — %, hvor n =2 og N = 2, og vardierne af Dy er beregnet udfra relationen i Teorem 4.

ede skala-interval forringes. Dette er igen et tegn pa at flere billedpunkter ville forbedre
estimatet.

Jeg har forsggt at estimere den fraktale dimension af nogle billeder af naturlige scener,
ved at benytte samme metode som for mine 2-dimensionelle syntetiske billeder. Jeg har igen
benyttet programmet tgv til at skabe et skalarum for hvert billede og derpa benyttet statim
til at beregne Li-normen af billederne i skalarummet. Jeg har benyttet differentialudtrykket
L;;L;;, da dette ifglge ovenstdende vil give et bedre resultat. De benyttede billeder og de
tilhgrende Li-norms grafer findes i Figur 12 — 14 og i Tabel 5 findes de estimerede veerdier
af Hausdorff-dimensionen Dy og parameteren H.

Disse resultater stemmer rimeligt godt overens med den generelle opfattelse af at billeder
af naturlige scener har en fraktal dimension pa approksimativt Dy = 2.5. Mine estimater
ligger dog omkring Dy =~ 2.3, men dette skyldes sandsynligvis kvaliteten af og billed-
punktsantallet i de benyttede billeder. Figur 14 indeholder to billeder med 512 x 512
pixels. Bemaerk at skala-graferne for disse to billeder er meget tat pa en ret linje, hvilket
kan foranlede en til at tro at kvaliteten af de estimerede fraktale dimensioner for disse to
billeder er meget teet pa den korrekte veerdi. Dette viser ogsa min pastand om at jo flere
billedpunkter der er i de benyttede billeder jo bedre bliver estimatet af v og dermed ogsa
estimatet af den fraktale dimension.

Det ville veere interessant at lave en sammenlignende undersggelse af andre metoder
til at finde den fraktale dimension af et billede med denne metode, for at fa et overblik
over kvaliteten af de estimerede fraktale dimensioner. Men dette falder desvzerre udenfor
denne rapports rammer. Det bgr dog nzevnes at min metode til estimering af den fraktale
dimension adskiller sig fra andre metoder pa et punkt. Det er nemlig muligt at give mening
til estimater af den fraktale dimension i lokale punkter i billedet. Min metode er endvidere
ganske simpel og indeholder ingen beregningsalgoritmer som ikke kan optimeres ganske
tilfredsstillende i modsztning til andre metoder til at estimere den fraktale dimension.
Disse metoder indebeerer ofte tidskraeevende sammenteellinger og statistik pa det betragtede
billede.
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1D Gaussisk stgj Spektralteetheden af 1D Gaussisk staj
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Figur 2: P& denne figur ses i venstre kolonne et eksempel pa 1D Gaussisk stgj og 2D Gaussisk stgj. I hgijre
kolonne ses de to billeders energispektra. Det 2-dimensionelle billede er genereret ved at tilfgje Gaussisk stgj,
ved hjelp af et stgj-generatorprogram, til et billede som havde intensitetsvaerdien 128 i alle billedpunkter.
Det 1-dimensionelle billede er lavet ved at udskeere en 1D-strimmel i det 2-dimensionelle billede. Matlab
programmet til at lave 1D-billedet findes i Appendix A.2 og Matlab programmet til at lave 2D-billedet findes
i Appendix A.3. Der er 256 x 256 pixels i 2D-billedet og 256 pixel i 1D-billedet og den estimerede haldning
af spektret er for 1D-signalet —0.06 og for 2D-signalet 0.01.
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1D integrerede Gaussisk stgj Spektralteetheden af 1D integrerede Gaussisk stgj
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Figur 3: P& denne figur ses i venstre kolonne et eksempel p& 1D-integreret Gaussisk stgj. I hgjre kolonne
ses billedets spektraltathed. Billedet er lavet ved at foretage en numerisk integration af det 1-dimensionelle
billede fra Fig. 2. Se Matlab-programmet i Appendix A.2. Der er 256 pixels i billedet.

al; a2 a3 aua ajs @iz @13 G2

a1 Q22 G23 G24 Q25 QA2 G27 Q28
a31 a3z Q33 G34 a35 Q36 G37 (38
a41 Q42 Q43 Q44 Q45 Q46 Q47 Q48
az; G52 as3 G54 Qf5 Gs56 Q57 A58
Q41 Q48 G47 Q46 G45 G44 Q43 Q42
az1 G633 G37 Q36 G35 G34 G33 Q32
a1 Gg8 G27 QG2 Q25 G24 (23 Q22
Figur 4: Denne figur er en skematisk tegning af, hvorledes det kunstige billede skal opbygges i Fourier-

domenet, saledes at det er en lige funktion i real-delen og en ulige i imaginer-delen. Streg over et element
angiver kompleks konjugering og * angiver at det pageldende element skal vaere reelt.
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Figur 5: P34 denne figur ses i venstre kolonne et eksempel pa en 1D fraktionel Brownsk bevaegelse med H =
1/2. T hgjre kolonne ses billedets spektralteethed. Haeldningen af spektraltaethed for 1D fraktionelle Brownske

beveegelser med H = 1/2 er blevet estimerede ved at finde gennemsnittet af 10 signaler.

Haeldningen

estimeres til o &~ 1.997 svarende til H = 0.5. Billedet er lavet ved at benytte det Matlab-program som er
beskrevet i teksten. Se Matlab-programmet i Appendix A.4. Der er 2048 datapunkter i billedet.
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Spektralteethed af en 2D fraktionel Brownsk bevaegelse
T T

Figur 6: P& denne figur ses i venstre kolonne et eksempel pa en 2D fraktionel Brownsk bevzegelse med
H =1/2, dvs. a = 2. I hgjre kolonne ses billedets spektralteethed. Healdningen af spektral teethed for den
2-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelser er blevet estimerede ved at finde gennemsnittet af punkter
med samme La-norm. Haldningen estimeres til o ~ —1.95, dvs. H = 0.5. Billedet er lavet ved at benytte
det samme Matlab-program som for Fig. 5. Se Matlab-programmet i Appendix A.5.
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Figur 7: P& denne figur ses 6 billeder genererede med det Matlab-program der er beskrevet i teksten og
findes i Appendix A.1. I venstre kolonne fra oven og ned efter har a vaerdierne 1, 2.5 og 4. I hgjre kolonne
fra oven og ned efter er a 2, 3 og 5. Billederne bestar alle af 256 x 256 pixel.
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Figur 8: P& denne figur ses hvorledes Li-normen af L;L;, af billederne fra Figur 7, opferer sig over skala.
I Tabel 2 ses de approximerede haldninger af disse linjer. Et eksempel pa hvorledes disse grafer er blevet
opbygget findes i Appendix A.6.
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Figur 9: P4 denne figur ses hvorledes Li-normen af L;; Lj;, af billederne fra Figur 7, opfgrer sig over skala.
I Tabel 3 ses de approximerede haldninger af disse linjer. Et eksempel pa hvorledes disse grafer er blevet
opbygget findes i Appendix A.6.
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Figur 10: P& denne figur ses 6 1-dimensionelle billeder genereret med det Matlab program der er beskrevet
i teksten og findes i Appendix A.7. I venstre kolonne fra oven og ned efter har a vaerdierne 1, 2 og 3. I hgjre
kolonne fra oven og ned efter er a 1.5, 2.5 og 4. Billederne bestar alle af 2048 pixels.
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Figur 11: Pa denne figur ses hvorledes L;-normen af L,L,, af billederne fra Figur 10, opfgrer sig over
skala. T Tabel 4 ses de approximerede haldninger af disse grafer. I Appendix A.7 findes det program der

opbygger disse figurer.
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Figur 12: Denne figur viser tre 256 x 256 pixel store billeder af naturlige scener og de tilsvarende grafer
for Li-normen af L;; L;; udvikling over skala. De estimerede haldninger af disse grafer findes i Tabel 5. Et

eksempel pa hvorledes disse grafer er blevet opbygget findes i Appendix A.6.
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Figur 13: P4 denne figur ses to billeder af naturlige scener og de tilsvarende grafer for Li-normen af L;; L;;
udvikling over skala. De estimerede hezldninger af disse grafer findes i Tabel 5. Begge billeder indeholder
256 x 256 pixel. Et eksempel pa hvorledes disse grafer er blevet opbygget findes i Appendix A.6.
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Figur 14: P4 denne figur ses to billeder af naturlige scener og de tilsvarende grafer for Li-normen af L;; L;;
udvikling over skala. De estimerede hezldninger af disse grafer findes i Tabel 5. Begge billeder indeholder
512 x 512 pixel. Et eksempel pa hvorledes disse grafer er blevet opbygget findes i Appendix A.6.
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7 Konklusion

Jeg har i denne rapport klarlagt teorien omhandlende fraktionelle Brownske bevaegelser
og teorien for linezert skalarum. Jeg har udfra disse teorier og med inspiration fra Linde-
berg [Lin94, Lin96a, Lin96b] opbygget en skalarumsnormaliseringsmetode der bygger pa an-
tagelsen om at billeder af naturlige scener kan modelleres ved hjlp af fraktionelle Brownske
bevagelser. Denne normaliseringsmetode muligggr, i sammenhaeng med feature-detektion,
en normalisering der er tilpasset til den bestemte type feature man er interesseret i at de-
tektere. Metoden er beskrevet ved Teorem 10. Jeg har vist at denne metode kan fungere
pa digitale billeder, ved at vise at Teorem 10 er gyldig for syntetiske digitale billeder. Jeg
har ikke undersggt, hvorledes denne metode opfgrer sig i sammenhzng med en feature-de-
tektionsmetode. Derimod har jeg vist at metoden kan benyttes til at beregne et estimat for
den fraktale dimension af et digitalt billede.

I litteraturen [Fie87, KFK90, RB94, Vos85, Pen84, Man82] findes, som omtalt i denne
rapport, beleg for at billeder af naturlige scener er approksimative fraktaler, dvs. de
er fraktaler i et afgreenset skalainterval. Field et al. finder at den fraktale dimension af
billeder af naturlige scener er Dy = 2.5, hvilket er den samme dimension som den klassiske
Brownske bevaegelse. Bialek og Ruderman finder at den fraktale dimension er 2.5+ Z, hvor
n = 0.19 + 0.01, hvilket kan modelleres med en fraktionel Brownsk bevaegelse. Bialek og
Ruderman viser ogsa at billeder af naturlige scener har en ikke-Gaussisk sandsynligheds-
fordeling, hvilket ogsa kan modelleres ved hjzlp af fraktionelle Brownske bevaegelser. Mit
valg af fraktionelle Brownske bevaegelser som model for billeder af naturlige scener kan
derfor berettiges.

Min skala-normaliseringsmetode ser udfra mine eksperimenter ud til at fungere, men
en analyse af anvendelse af denne metode i sammenhaeng med feature-detektion vil kunne
belyse kvaliteten af min metode bedre. Dette ligger desvaerre udenfor denne rapports ram-
mer. Det kan dog konkluderes at denne metode fungerer bedst pa billeder med mange
billedpunkter og med hgj differentiationsorden.

En fordel ved min skala-normaliseringsmetode er som tidligere omtalt at den udover
at kunne benyttes til normalisering af billedafledte i skalarum, ogsa kan benyttes til at
estimere den fraktale dimension af digitale billeder, hvilket er en herlig sidegevinst. Det kan
konkluderes at estimater af den fraktale dimension vil vaere mest ngjagtige hvis man veelger
en hgj differentiationsorden og billedet indeholder et hgjt antal billedpunkter.

Man kunne muligvis forbedre kvaliteten af min skala-normaliseringsmetode ved at be-
nytte en anden model for billeder af naturlige scener end fraktionelle Brownske bevaegelser.
Man kunne forestille sig brug af andre typer af fraktale funktioner, som f.eks. turbulens
modeller.

Jeg mener, at jeg med denne rapport har gennemgaet og besvaret de problemstillinger
jeg har beskrevet i indledningen og i arbejdsbeskrivelsen til dette projekt pa en tilfredsstil-
lende made.

Jeg vil igen ggre opmaerksom pa at dette skriftlige projekt, udover denne rapport, ogsa
bestar af en artikel, som er vedlagt denne rapport.
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A Appendix: Matlab-implementationen

I dette appendix findes kildeteksten til de programmer jeg har implementeret til denne
rapport. Alle programmer er skrevet i matematiksystemet Matlabs programmeringssprog.

A.1 Generator af kunstige fraktionelle Brownske flader

Funktionen genf tager tre parametre, to vektorer der angiver billedets stgrrelse, samt vaer-
dien af «.

function y=genf (u,v,alfa)

% function y=f(u,v,alfa)

% u,v: Frekvens vektorene

% alfa: Proportionalitets parameteren

% y: Det kunstige billed der overholder Gaardings krav
% u og v skal have en lazngde der er en 2-potens.

% Generer billede udfra regler fra Gaarding artiklen.

n=length(u) ;
m=length(v);
nhalve=round(n/2)+1;
mhalve=round (m/2)+1;

rand(’seed’ ,flops);

for j=1l:nhalve
ks = mhalve;
for k=1:m
fase=randintr(0,2*pi);
if (k==1 & (j==1 | j==nhalve)) | (j==1 & k==mhalve) | (k==mhalve & j==nhalve)
y(j,k)=sqrt(sqrt(u(j) "2+v(k)~2))"(-alfa)*cos(fase) ;
elseif (j==1 | j==nhalve) & (mhalve<k & k<=m)
y(j,k)=conj(y(j,2*mhalve-k));
elseif (1<j & j<nhalve) & (k>mhalve)
y(j,k)=sqrt(sqrt(u(j) "2+v(ks)"2)) "~ (-alfa)*(cos(fase)+sqrt(-1)*sin(fase));

ks = ks-1;
else
y(j,k)=sqrt(sqrt(u(j) "2+v(k)"2)) " (-alfa)*(cos(fase)+sqrt(-1)*sin(fase));
end
end
end

y((nhalve+1):n,1)=conj(flipud(y(2: (nhalve-1),1)));
y(nhalve+1:n,2:m)= conj(flipud(fliplr(y(2:nhalve-1,2:m))));
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y=real (ifft2(y));

A.1.1 Randintr

I funktionen genf benyttes fglgende funktion til at genererer et tilfeeldigt tal i et givet
interval.

function r=randintr(min,max)
% randintr returnerer et tilfzldig tal mellem min og max.
% Det antages at min<max.

tmp=abs (max-min)*rand;

if min==
r=tmp;

elseif max==
r=-tmp;

elseif min<0 & O<max
r=tmp+min;

elseif O<min & O<max
r=tmp+min;

elseif min<0 & max<0
r=tmp+min;

end

A.2 1D Gaussisk st@gj og 1D integrerede Gaussisk stgj

Denne kildetekst indeholder det program der genererer 1-dimensionel integrerede Gaussisk
stgj, samt laver graferne af 1-dimensionel Gaussisk stgj.

% lav 1D-integrerede Gaussisk stg]

% hent 2D Gaussisk stgj billede.
z=dikuread(’~/pic/brown/stoj.im’);

x=z(128,:);
n=length(x);
t=1:n;
x=x-128;

for i=1:n

y(i)=sum(x(1:1));
end

plot(t,y);
title(’1D integrerede Gaussisk stgj’);
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print -dps2 igausld.ps

Y=abs (fft(y))."2;
Y=Y(1:n/2);

% Estimer hzldningen af spektraet
p=polyfit(logl0(t(1:n/2)),logl0(Y),1)

semilogy(logl0(t(1:n/2)),Y);

title(’Spektraltatheden af 1D integrerede Gaussisk stgj’);
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel(’ |iGs|~2?)

print -dps2 igausldps.ps

% 1D Gaussisk stgj

plot(t,x);
title(’1D Gaussisk stgj’);

print -dps2 gausld.ps

X=abs(fft(x))."2;
X=X(1:n/2);

% Estimer hzldningen af spektraet
p=polyfit(logl0(t(1:n/2)),1logl0(X),1)

semilogy(logl0(t(1:n/2)),X);
title(’Spektraltatheden af 1D Gaussisk stgj’);
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel(’ [Gs|~27)

print -dps2 gausldps.ps

A.3 2D Gaussisk stgj

Dette program beregner spektraltatheden af et 2-dimensionelt Gaussisk st@j billede. Pro-
grammet finder middelvzerdien af spektraltzetheden for punkter med samme Ls-norm af
punktets frekvens, dvs. ||, og opbygger Figur 2.

% Lav spektraltatheden af 2D Gaussisk stgj

% hent 2D Gaussisk stgj billede.
y=dikuread(’~/pic/brown/stoj.im’) ;
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y=y-128;
u=1:256;
Y=£f£t2(y);

[n,m]=size(Y);
nhalve=round(n/2)+1;
mhalve=round(m/2)+1;

Y=abs(Y)."2;
% Omform spektraet sdledes at nulpunktet er i midten af billedet.

Y(1:nhalve,1:mhalve)=fliplr(f1ipud(Y(1:nhalve,1:mhalve)));
Y((nhalve+1):n,1:mhalve)=fliplr (flipud(Y((nhalve+1):n,1:mhalve)));
Y((nhalve+1):n, (mhalve+1) :m)=fliplr(flipud(Y((nhalve+1) :n, (mhalve+1):m)));
Y(1:nhalve, (mhalve+1) :m)=fliplr(flipud(Y(1:nhalve, (mhalve+1):m)));

colormap(gray) ;

imagesc (y);

title(’2D Gaussisk stgj’);
print -dps2 gaus2d.ps

% Beregn gennemsnittet

x=zeros (1,round (sqrt ((n-nhalve) "2+ (m-mhalve) “2))+2);
c=zeros (1,round(sqrt ((n-nhalve) “2+(m-mhalve) ~2))+2);

for i=1:n
for j=1:m
x(round(sqrt ((i-nhalve) "2+ (j-mhalve) “2))+1)=
x(round(sqrt ((i-nhalve) "2+ (j-mhalve) ~2))+1)+Y(i,j);
c(round (sqrt ((i-nhalve) "2+ (j-mhalve) ~2))+1)=
c(round(sqrt ((i-nhalve) "2+(j-mhalve) ~"2))+1)+1;
end
end

z=x./c;
t=1:1length(z);

semilogy (logl0(t(2:1length(z)-1)),z(2:1length(z)-1));
title(’Spektraltatheden af 2D Gaussisk stgj’);
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xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel(’ [Gs|~27)

print -dps2 gaus2dps.ps

% Estimer haldningen af spektra grafen.

p=polyfit(logl0(t(2:1length(z)-1)),logl0(z(2:1length(z)-1)),1)

A.4 Spektraltetheden af en syntetisk 1D fraktionel Brownsk bevagelse

Dette program opbygger Figur 5 og beregner gennemsnittet af det estimerede « for 10
forskellige 1-dimensionelle fraktionelle Brownske bevagelser.

% 1D fraktionelle Brownske bevagelser
u=1:2048;
% alfa=2

% find gennemsnittet af det estimerede alfa for 10 forskellige
% fraktionelle Brownske bevagelser

for i=1:10
y=genf (u,1,2);

Y=fft(y);

ps=(abs(Y)."2)’;

ps2=ps(2:length(ps)/2);

% Estimer hzldningen af spektraet.

p=polyfit (logl10(u(2:length(ps)/2)),logl0(ps2),1)

h(i)=p(1);
end

sum(h)/length(h)
plot(u,y)

title(’1D fraktionel Brownsk bevagelse’);
print -dps2 fbmild.ps

semilogy(logl0(u(2:1length(ps)/2)) ,ps2)
title(’Spektral tztheden af en 1D fraktionel Brownsk bevagelse’);
xlabel(’1logl0(t)?)
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ylabel(’ |B_H|"2’)
print -dps2 powspecld.ps

A.5 Spektraltethed af en syntetisk 2D fraktionel Brownsk bevaegelse

Dette program benytter funktionen genf, beskrevet i Appendix A.1l, til at genererer et
syntetisk billede af en 2-dimensionel fraktionel Brownsk bevaegelse. Programmet beregner
derpa spektralteetheden af dette billede pa samme méade som i Appendix A.3.

% Lav powerspektrum af fraktionelle Brownske bevaegelser

u=1:256;
y=genf (u,u,2);

Y=Ff£t2(y) ;

[n,m]=size(Y);
nhalve=round(n/2)+1;
mhalve=round(m/2)+1;

Y=abs(Y)."2;
% Omform spektraet sdledes at nulpunktet er i midten af billedet.

Y(1:nhalve,1:mhalve)=fliplr(f1lipud(Y(1:nhalve,1:mhalve)));
Y((nhalve+1):n,1:mhalve)=fliplr (flipud(Y((nhalve+1):n,1:mhalve)));
Y((nhalve+1):n, (mhalve+1) :m)=fliplr(flipud(Y((nhalve+1) :n, (mhalve+1):m)));
Y(1:nhalve, (mhalve+1) :m)=fliplr(flipud(Y(1l:nhalve, (mhalve+1):m)));

colormap(gray) ;

imagesc (y);

title(’2D fraktionel Brownsk bevagelse’);
print -dps2 fbm2d.ps

% Beregn gennemsnittet

x=zeros (1,round(sqrt ((n-nhalve) "2+ (m-mhalve) “2))+2);
c=zeros (1,round(sqrt ((n-nhalve) ~2+(m-mhalve) ~2))+2) ;

for i=1:n
for j=1:m
x(round (sqrt ((i-nhalve) "2+ (j-mhalve)"2))+1)=
x(round (sqrt ((i-nhalve) "2+ (j-mhalve) "2))+1)+Y(i,j);
c(round(sqrt ((i-nhalve) "2+(j-mhalve) ~2))+1)=
c(round(sqrt ((i-nhalve) ~"2+(j-mhalve) ~2))+1)+1;
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end
end

z=x./c;

t=1:1length(z);
semilogy(logl0(t(2:1length(z)-1)),z(2:1length(z)-1));
title(’Spektraltzthed af en 2D fraktionel Brownsk bevagelse’) ;
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel(’ |B_H|"2’)

print -dps2 fbm2dps.ps

% Estimer hzldningen af spektra grafen.

p=polyfit(loglO(t(2:1length(z)-1)),logl0(z(2:1length(z)-1)),1)

A.6 2-dimensionelt estimat af o

Denne kildetekst er et eksempel pa estimering af « udfra Le-normen skalarumsbillederne af
et 2-dimensionelt billede. Eksemplet indeholder data for tilfeeldet L;;L;; og o = 1.

1=[317975 69303.4 15014.1 3228.46 687.997 144.995 30.1639 6.18737 1.24992 0.248675]
t=[2 2.70213 3.65076 4.93242 6.66403 9.00356 12.1644 16.4349 22.2047 30]

t=t."2
% Estimer hazldningen af spektra grafen.

p=polyfit(logl0(t),logl0(1),1)

semilogy(logl0(t),1)
title(’alfa = 1)
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel (’Li-norm(LijLji)’)
print -dps2 alfalLijLji.ps

A.7 1-dimensionelt estimat af «

Denne kildetekst indeholder et Matlab program der genererer 1-dimensionelle fraktionelle
Brownske bevaegelser og udregner et estimat for .

% find alfa af 1d fkt. ved hjaelp af skalarum
clear all;
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n=2048;

u=1:n;

alfa=[1 1.5 2 2.5 3 4];

yud=zeros(6,n);

nud=zeros(6,10) ;

v=linspace(-120,120,n+1);

t=[2 2.70213 3.65076 4.93242 6.66403 9.00356 12.1644 16.4349 22.2047 30];

t=t."2;

for j=1:6
% Genererer 1D fraktionel Brownsk bevagelse
y=genf (u,1,alfa(j));

for i=1:10
g=gaussfkt(v,t(i));
gx=diff(g)./diff(v);
l=conv(gx,y);
m=length(1) ;
1=1(round (n/2) :m-round (n/2));
nl(i)=norm(1.*1) ;

end

% Estimer haldningen af spektra grafen.

p=polyfit(loglO(t),logl0(nl),1)

yud(j,:)=y’;
nud(j,:)=nil;
end

plot (u,yud(1,:))
title(’alfa = 1°)
print -dps2 fbmildal.ps

semilogy(logl0(t) ,nud(1,:))
title(’alfa = 17)
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel (’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmldalps.ps

plot (u,yud(2,:))
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title(’alfa = 1.57)
print -dps2 fbmldalb.ps

semilogy(logl0(t) ,nud(2,:))
title(’alfa = 1.57)
xlabel(’1logl0(t)?)
ylabel(’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmldalbps.ps

plot (u,yud(3,:))
title(’alfa = 2’)
print -dps2 fbmlda2.ps

semilogy(logl0(t) ,nud(3,:))
title(’alfa = 27)
xlabel(’1logl0(t)?)

ylabel (’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmlda2ps.ps

plot (u,yud(4,:))
title(’alfa = 2.57)
print -dps2 fbmlda25.ps

semilogy(logl0(t) ,nud(4,:))
title(’alfa = 2.57)
xlabel(’1logl0(t)?)
ylabel(’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmlda25ps.ps

plot (u,yud(5,:))
title(’alfa = 3’)
print -dps2 fbmida3.ps

semilogy(logl0(t) ,nud(5,:))
title(’alfa = 3’)
xlabel(’1logl0(t)?)
ylabel(’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmlda3ps.ps

plot (u,yud(6,:))
title(’alfa = 4°)
print -dps2 fbmlda4.ps
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semilogy(logl0(t) ,nud(6,:))
title(’alfa = 4’)
xlabel(’1logl0(t)?)
ylabel(’Li-norm(LxLx)’)
print -dps2 fbmldadps.ps

A.7.1 Gaussfkt

Programmet i Appendix A.7 benytter denne funktion Gaussfkt, som er en 1-dimensionel
Gauss-funktion.

function y=gaussfkt(x,t)
% function y=gaussfkt(x,t)
% Gauss-funktionen af x med spredningen t.

D=1; % Dimensionen af Gauss—funktionen

y=1/(sqrt (2*pi*t) "D)*exp(-x."2/(2*t));
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